バクテリアコロニーにおけるfingering pattenの形成とそのダイナミクス by 狐崎, 創






























1 Introduction 2 
2 バクテリアコロニーにおける fingerの形成 4 
2.1 実際のバクテリアコロニー~実験の review~ ................... 4 
2.2 コロニ一成長の偏微分方程式モデル. • . . • • • . . • • • • . . . • . . • . . . . •• 6 
2.3 コロニー界面の運動 • • . • . . • • . • . • • . • . • • • . • • . . . . . . . . . • .• 11
2.3.1 界面の運動方程式の導出. • . . • . • . . . . . . . : . . . . . . . . . . . 11 
2.3.2 議論:界面の運動としてみたコロニ一成長.. . . . • • • • . . • • . . . . 15 
2.4 発達した五ngerの相互作用 • . • . . • • . . . • . • . • . . • • . . . . . . . . . •. 17 
2.4.1 五ngerの作る濃度場. • • • . . . . . . • . . . . . . • • • . . . • • . . . . 18 
2.4.2 fi.ngerの時開発展.. • • • • . • . . • . • . • • • . • . • . . . . . • • . . •. 19 
ゎ 3 fir伊 ringpatternの夕、イナミクス 22 
3.1 1D五ngeringmodel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 
3.2 分裂する離散要素系の作るパターン.. . . . . . . . • • • . . . • • . . . . . . .， 24 
3.2.1 一様乱流状態、. • • . . . • . . . . • • . . . • • • . • • . . • . . . . . . .. 24 
3.2.2 非一様状態~樹木状構造とフラクタル~ • . • . . • • . • . . . • . • . .• 27 
3.2.3 分裂のない定常状態、と Spatio-temporalintermittency . . . . . . . .. 29 
3.3 乱流状態の力学的特徴 • • • . . . . . • • • . • . • . • . • • • • • • . . . . . . •. 32 
3.3.1 一様定常状態の線形安定性.. . . . . . • . . . . . . . . • . . . . . . . . 32 
3.3.2 リヤプノフ数.. . . . . • • . . • • . • . • . . • . • • • • . . . . . • . .. 34 
3.3.3 一様乱流状態の力学的な構造 . • . • . . . • . . • • • . . . . . . . . .， 37 
3.4 長距離相互作用の極限.. • . • . . . • . . . . . • • . . . • . . . • . . . . . . •. 38 
4 結論&議論 45 
5 謝辞 46 
A 一定速度で進行する直線界面の線形安定性 47 




























2章では、きれいな実験結果のある枯草菌コロニーのパターン形成 [9，22， 32， 3]を研究対象
として取り上げ、 バクテリアコロニーにおける五時erの形成を議論する。我々はまず実験結果を
定性的に再現する偏微分方程式モデルを提案する。近年、実験の進展に伴い、いくつかのモデル
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クタル次元の測定からほぼ diff凶 ionlimited aggrigation (DLA)シミュレーション [34]で得られ
るパターンと同じであることが知られている [22]0DLAパターンは養分濃度を上げて B領域に
入るに従って五ngerが太くなって合わさり、コロニー界面に凹凸があるコンパクトなパターンと




び、っしりと詰まった densebranching morphology (DBM)と呼ばれる五ngeringpatternが生じ
る。栄養濃度を下げると五nger同士の間隔は広がるが A のようなフラクタルパターンにはなら
ず枝の分岐も少ない。 C領域ではやや不規則な nng状のパターンが現れる。それぞれの同心円は





図 8:B領域のコロニー界面の図 9:E領域のコロニーの成長図 10:D領域のコロニー界面
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サルモネラ菌 (S.marcescense )の nn-




























実験で使われる寒天は厚さ 2- 3 mmで、できあがるコロニーのサイズに比べてごく薄いので、
養分濃度は以下のような 2次元の拡散方程式に従うとみなしていいだろう。
。tη=Dnムη-f(n，b) (2) 






1.バクテリアによる養分の消費率 f(η，b)はf(O，b) = f(η，0) = 0を満たし、 養分濃度 η(x，t)、
活動状態のバクテリア密度 b(x，t)の増加関数である。










は説明できない。このような観察から我々は D以外の領域では D(O): 0であり、非線形拡散が
起こっているものと推定する。通常の拡散と非線形拡散がマクロなパターン形成にどう影響する









ここで養分濃度の初期条件は η(x，0) = 1に規格化されている。バクテリア密度の初期条件b(x，O)= 
bo(x)はバクテリアの接種の仕方に依存して決まる。境界条件は実験にあわせた場合はシャーレ
の境界でノイマン条件を課すが、理論的解析ではシステムサイズ無限大とみなして Ixl→∞で






















しい。その目的のために我々は randomlattice[8， 20]を用いたo random latticeはランダムに散
らばせた格子点から Voronoi分割によって生成した図 13のような格子である。ただし、我々は通
常の Euler差分が使えるように、 randomlatticeの隣合う格子点の聞の長さがある長さ do(ヂ0)
以上になるように格子点を分布させた。以下のシミュレーションでは人工的なノイズは加えてい
ないが、格子点間の距離 dとVoronoicell υの体積は図 14のように分布しており、これによっ
て自然にノイズが導入される。
シミュレーションは k=Oぅ1，2，3に対して、システムサイズ (Lx，Lν)= (200，40)で 10000格
子点からなる randomlattice上で行なわれた。我々は y= 0，らに周期境界条件、 x = 0に対
してノイマン条件、 x= Lxに対して b(x，t)=α(x， t)= 0、η(x，t) = 1の固定境界条件を謀し、
線状の初期条件 η(x，0) = 1、α(x，O)= 0、b(x，0) = 0.01θ(5 -x)が使われた。ここで θ(x)は
Heavisideステップ関数である。シミュレーションの結果は以下のように要約できる。
• k = 0の通常の拡散の場合、コロニーはパラメータ D、μの値によらず直線界面を作って
一定速度で成長する。界面の進行速度は D とともに増加し、 μを大きくすると減少する。
• k = 1，2，3の非線形拡散の場合、直線界面は D の減少、 μの増加に伴って不安定になる。
いくつかの D、μに対する k二 1の結果を図 15に載せた。
o Dが小さくて μ=0の時は、不安定化したコロニー界面はいくつかの cuspを形成し
てへこむが、 cuspが成長して溝を作ることはない。
。一方、 μがOでない場合は、不安定化した界面はfi.ngeringpatternを形成する。 D を
小さく μを大きくしていくと五ngeringpatternは次第にフラクタル的になる。同時に





























































る。また、 2次元拡散方程式に従う温度場中での結品成長現象の五時eringmodelとして提案された pahse五eldmodel [12， 4]に対しでも、 Caginalpによって界面の運動方程式が導かれている[5]。このように五ngeringpatternを形成する既知の物理系は界面の運動方程式として表現したと
き始めてお互いの共通点が明らかになる。ここでは前節で提案した偏微分方程式モデルからコロニー界面の運動方程式を導出して上記の物理系との比較をするとともに、バクテリアコロニーで
五gneringpatternが形成する条件を考察する。我々は Caginalpによって用いられた摂動展開法と類似の方法を使い、方程式 (3)で作られるコロニーの界面の厚さを εとして、 ε→ 0の極限で方程式を εに対して摂動展開をする。この目的のために必要な唯一の物理的考察は方程式の各項が εに対してどのようにスケールされるかをあらかじめ推定することである。計算の詳細に入る前にもっとも簡単な場合の界面の運動を考えよう。
図 16にl次元シミュレーションから得られる kヂ0、μ=0での b(x， t)、η(x，t)の形の l例を界面付近を拡大して示した。界面付近でのバクテリア密度と養分濃度の典型的な大きさをそれぞれ B、N、特徴的な空間、時間スケールをそれぞれ X、T としよう。界面の進行速度 Vのスケールは XjTと表せる。界面の運動方程式は界面の外側での変数の状態を内部の変数を決定するための境界条件とみなせる場合に導くことができるが、モデル方程式(3a)、(3b)の各項が界面
11 
付近ですべて同じ大きさで釣り合っている時にはそのような状態は明らかに実現しない。ここで
はバクテリアによる養分消費が非常に早く、式 (3a)の第 l項 atη rvN/Tと第3項 ηbrvJVBが
バランスしていない場合を考え、界面での栄養濃度の勾配 1¥7η1rv N/Xを界面に対する境界条件
と考えよう。式 (3a) の第 2 項と第 3 項のバランス N/X~2 rv NB、式 (3b)の第 l項と第2、第3
項のバランス B/Trv DBk+1 / X2 rv N Bから B、N を消去すれば、我々は容易に界面での栄養
濃度勾配|マη!と速度 Vの関係式
N _ /V¥五平T
1¥7ηIrv一rvV (一)λ ¥DJ 
を推定することができる。界面の外部、特にコロニーの外側では式 (3a)の第3項ゅは Oになり、
第 1項と第2項が釣り合って養分濃度は拡散方程式に従うだ石う。 z→x/εの空間座標の変換で
コロニーを遠くから眺めて、コロニーの界面の厚さを f.X と見ょう。この時、我々が ε→ Oの極
限でも先の関係式と拡散方程式を不変にして意味のある界面の運動方程式を得るためには、時間
座標の変換 t→t/ε2とパラメータの変更 D→ f.D をすればよい。
上の議論では式 (3b)の第 4項 μbの大きさの評価をしなかったが、以下では μ→ εμ の変換
を採用しよう。実際、 μrv0(1)の時は界面は常に止まってしまい、 μをO(ε)より小さくすると
μ=0と結果は変わらないことが以下の計算と同様の手続きですぐにわかる。
さて、以上の考察をもとに摂動計算を行なうことにしよう。上記の変換 z→ x/ε、t→ t/ε2、
D→ f.D、μ→ εμ をモデル方程式 (3)に行なうと以下の式が得られる。
η(x， t)とb(xヲt)を
ε2θtn = f.2ムη-ηb






のように εで展開し、式 (4)に代入して整理すると εの各次数に対して以下の式が得られる。
。(1)η(O)b(O)= 0 
。(ε)η(l)b(O)+η(O)b(l) = 0 
μb(O) = 0 
O(ε2)仇η(0)=ムn(O)_η(0)b(2)ー η(l)b(l)_η(2)b(0) 
戸。tb(O)=η(0)b(2) + (η(1)ー μ)b(l)+η(2)b(0) 
界面の内部では空間微分の大きさが1/f.程度になるので、これらの展開は界面の外側でのみ正し
い。この outerexpansionを整理すると、我々は以下の結果を得る。
もし η(0):戸0なら、 Otη(0)=ムη(0)an d b (0) = 0 ( 6 a)
b(O) = 0 for μ=0 
もし η(0)= 0なら (6b) 
、Otb(O)= 0 for μヂ0
式 (6a)は明らかにコロニーの外側 b(x，t) +α(x， t) = 0で成 り立つ。また、後でわかるようにコ
ロニーの内側では式(6b)が成り立つ。
12 
次に速度 V で進行している界面の近傍で、 innerexpansionを考えよう。 z軸を界面に垂直な方
向にとって、界面 x=ゆ(仏t)近傍で z方向に拡大した動座標 EC三 Z ゆー(y，t)を取ろう。 (x，y，t)
から (c，y， t)に座標変換すると式 (3)はご軸上で以下の形になる。
ε28tη = θごとη+ε(V+κ)8eη十E28ννη ー ηb
E







のように書き、上の方程式を εで展開する。以下では、この内部座標系を用いた innerexpansion 
を吋を付けて表記する o
('" 元(m)とb(m)に対する境界条件は outerexpansion (5)とinnerexpansion (8)の接続条件
乞門(m)(乙y，t) =乞ハ(m)(ゆ+εc，y， t) 
m=O mニO
から得られる。形式的な E展開から、元(m)と η(m)の条件が4→ 0、5→∞の極限で以下のよ
うに得られる。 。(1) 8e元(0)(土∞，y，t)=O，
元(0)(士∞小t)=η(0) (ゆ士 0，y， t)
O(ε) 8e仇(1)(土∞，y，t) = axη(0)(中士 0，y， t)
式中の A(士∞)= A(ゆ土 0)は
の1lI各百己である。
式 (7)の 0(1)展開は
1ime→+∞ A(と)= limo→0，8>0 A(ゆ+8) 
lime→一∞ A(と)= limo→O，o<O A(ゆ+8). 
8a元(0)=元(0)6(0)= 0 (9) 
であり、これに対する境界条件は弘元(0)(土∞，y，t)= 0である。この方程式の唯一の可能な解は




DfJa6(0)k+1 + V ae6(0) + (元(1)ー μ)6(0)十元(0)b(1)= 0 
(10a) 
(10b) 




outer expansionで得られた式 (6a)と接続条件以0)(士∞，y，t)= b(O)(ゆ土0，y， t)から、 6(0)(+∞，y 




方程式 (10)は変数変換によって lパラメータ μだけの方程式に変形できる。
8a元(1)二元(1)6(0)
θa6(0)k+1 + 8<6(0) + (元(1)ー μ)6(0)= 0 
境界条件 内角(1)(_∞，y，t) = 8<6(0)(一∞ふt)= 6(0)(∞小t)= 0 




のように求まる o k 1=0なら、図 16のように界面のすぐ外側で bが完全にOになるので、 b(O)(ご)
がごく Oで正でとど 0でOになるようにとの原点を取ることができる。式 (llb)の第 3、4項













































η(0) = 0 コロニーの内側
式 (11b)で拡散の非線形性があって始めて付加的な境界条件 (13)が得られるので、通常の拡
散 k=Oではこのような界面の運動方程式は求まらないこと注意しよう。
我々は式 (11)と境界条件 (13)の境界値問題を緩和法を用いて数値計算し、式 (14)の関数F(μ)
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図 17:k = 0.5，1.0，2.0に対する F(μ)の
計算結果
図 18:μ が大きい時の F(μ)の巾の指数
η(k) 
• F(O)はOでなく、たの増加関数である。それで、 μ=0か界面の速度 Vが大きい時、
l¥7n(O)1αv (~) 2k+l 
が成り立つ。この関係式はこの節の始めに定性的な議論で得たものと同じである。
・ μ が大きい時、 F(μ)αμη(k) である。 η(k) は k の増加関数で図 18 に示したように η(1)~0.5
である。大きな μに対する F(μ)の関数形は以下のように Vが小さい極限での界面の運動
を表している。
|マη(0)Iα V( as V→ 0， (17) 
ここで(= [2k + 3 -(2k十2)η]/(2k+ 1)である。特に、|マη(0)Iは η=0.5つまりたど l
の時、 V にほぼ比例する。
(16) 




まず始めに l次元空間 zでコロニー界面の成長を考察しよう。拡散方程式 (15b)‘の定常進行
解は
η(0) = f 1-e一印-Vt) x三Vt
I 0 xく Vt
( 18) 
のように与えられるので、界面での養分濃度の勾配 1¥7η(0)1の値は Vに近付く傾向がある。従っ










1.μ/D二 Oまたはたく 1の場合、 V= 0に不安定固定点、 V戸0に安定な固定点がある。し
たがって、任意の初期条件に対して界面の速度は Oでない一定値に漸近する。































(12)の漸近形からわかるように、 kがOに近付くにともなってご =0はバクテリア密度 b(ご)が実
際に急激に減少する位置と一致しなくなる。従って、 k→ 0の僅限で、と =0は実際に観察され
る界面の位置を表しておらず、上で得られたような界面の運動方程式からは k= 0でのコロニ一
成長の様子を知ることはできないo k = 0の時、我々の偏微分方程式モテ'ル (3)はコロニーの外
側で b(x，t)二 Oの状態が不安定である。このように不安定な状態の媒質中で界面の伝播が起こる
方程式は Fisher-type方程式と呼ばれ多くの研究者によって調べられている [1，7， 23， 24， 27， 28]0 
Fisher-typeの方程式では異なる界面速度 V を持つ線形安定な定常進行解が無数にあり、ほとん
どの現実的な初期条件に対してその中から lつの解が選択されることが知られている。 W.van 
Saarloosによって提案された“Thelinear marginal hypothesis" [26]を使えば我々のモデル (3)の
k=Oの場合に対しでも実際に選択される界面の進行速度を V=2、/D(l-μ)のように予想する
ことができる。式 (3)に対する我々の 1次元シミュレーションでもこの式が正しいことが確認で






























に従って形成されているとしよう。ここで 92.2と同様の条件を f(n， b)に課す。今、この finger
の先端の座標を x= xo(t)とすると、 Ix-:xo(t)1とεでは b(x，t)はほとんどOになるから、 f(η，b) 
は五nger先端の ε程度の大きさの領域でのみOでない値を持つ。






?? ?? ? ??? (20) 
と表せるので、この式を G(x-x'，t-t')の:xo(t)の周りでの Taylor展開を用いて多重極表現し
よう。
山)= -2πEfM)(x-xo(t-M)C(m)川村0 (21a) 
G(x -xo(t)一り)三乞 c(m)(x-xo(t)， t)rm (21b) 
m=O 
c(m)(t)三2:f.2J dr2rm f(均(山，t) 、 、?，????????， ，?， 、 、
上式では G(m)、c(m)、rmで m 階テンソルを簡略表記した。r→f.rと五nger幅が 0(1)になる
ように変数変換して値を評価すると、 m 次のモーメント c(m)は O(f.m)の大きさであることが
わかる。また、 xo(t)をc(1)= 0となるように常にとることができるから、五ngerから十分遠方
の場は O(♂)の精度で、
η川-吋∞dt'G(x一川-t')， t')ぴ0)ド')+η0+0的 (22) 
と書ける。以降、 c(O)を単に C と書き、五ngerのサイズと呼ぼう。 Cはf(η，b)に対する仮定か
ら常に正である。
五ngerの作る濃度場 (22)から現在の速度 Vo(t)三 dxo(t)/ dtとサイズ C(t)によって作られる
定常進行解を分離すると、








nr"t(r(t)， t)三一吋∞dt'[G(r(t-t')， t')Cい)-G(r(t) -VO(t)υ)C(t)] 
18 











M 個の fingerがある時にできる養分濃度場は個々の五ngerの作る場の線形和で表せる。 i番目




η(X， t) =川(X，t) +ηixt(x， t) 








npast(x， t)三乞njst(x-Xj(t)， t) (25d) 
のように表せる。ここで、イαst(r， t)は j番目の fingerの過去の時間変化の作る濃度場であり、
前述のようにパターンの成長速度が早いほど小さくなる。 ni(X，t)はこの五nger先端のバクテリ
アの寄与で形成されている場であり、五ngerから十分遠方では ηf(X-Xi(t)， Vi(t))Ci(t)に漸近















に ηixt(Xi( t)パ)とマηixt(Xi(t)，t)でほとんど決まると考えられる。 Gはスカラー、 Xiはベクト
ルであることに注意すると時開発展は現象論的に、
dC~ . _ __~ 
一二 =:F( Ci，ηiXt) dt (26a) 
19 






この簡単化はやや粗すぎるが、五ngerが滑らかな envelopeを作ってかなり速い速度 Virv V で
揃って成長する DBMパターンなどに対してはそれほど無理な仮定ではない。
この場合、 ηixt(x，t)=匂thers(xぅt)+ηoであるが、 i番目の五ngerの先端付近では、周りの
五ngerの作る場の大きさ|勾ther.9( Xi ， t) Iは初期濃度 ηoや Ini(Xi，t)1に比べて小さいのが普通であ
るから、式 (26)の :F(αうぐxt)、9(Ci， nixt)をηoの周りで展開して主要項のみ残そう。
dC 一三~ :F(Ci，η0) + :Fn( Ci，η0)η?theTS dt 
色~ 9(Ci，η0)マη?山 (Xi't) dt 
(27a) 
(27b) 
|η?山 r.9(Xi't)1 ~ηo( rv I川(Xi，t)l)が十分正確に成り立つためには五時erの間隔が拡散長 rvl/Vi 
に比べて十分大きいか、五時erの幅 εが拡散長に比べて十分小さいことが必要である。後者は五nger
の幅が小さくなると五ngerのサイズ C(t)も小さくなって周りの場に対する影響も小さくなるせ
いである。このことはわ1gerの外部 (Ixlとε，b(x， t) = 0)にできる場 (21)を
'1'1ん r.Vn
η( x， t) = -](0 (子)eー プC(t)+高知多重極展開の項+ηo三o (お)




Mlfct F(C，no) I 1 ~.. ( _ _ ¥ /1 /1 I 
冗(t)三一玄l dC +-Zηj(Xi -Xj)CiCj I |ん九(C3710)2jが | 
dC; _ ，_ ， o冗ー~ 1 一九(Ci ， η0) ~; 
dt θCi 
; _，_ ，8チt










(29)の第 1項は負である。式 (29)の第2項は常に正であるが、 i番目の五ngerを除いて他のすべ
























3.1 1D fingering model 
五ngerの時間発展方程式は 92.4で考察したように理想化した極限では式 (27)のように表せる。
以下で我々は問題を単純化して、成長している五時erの先端が進行方向に垂直な l直線上に揃っ
て並んでいる DBMパターンのような状況 (Xiぅ抗)= (Xi(t)， Vet)を考え、この速度九で進む
envelopeより後ろに後退した五ngerは成長を停止して止まってしまうとしよう。 92.4の近似は、




式 (27)の F、F口、 Gの実際の形はわからないから最も簡単な形を選び、
:F(C，η0) =α 一γC :Fn(C，η0) =正定数 9(仁川)=正定数 (32) 
としよう。この選択は dCi/dtが Ci= 0でも Oにならないから、五ngerの成長方程式としては少
し妙な感じもする。この点を考慮して我々は次節で説明するのシミュレーションを別の関数形
:F(C，η。)= (α 一γC)C :Fn(C，η。)αC 9(C，η0) =正定数 ( 33) 
でも行なったが、以下に述べる結果は定性的には全く変わらなかった。




ηj(X) = e一βJxJ s>O (34) 
22 
をとろう。







式 (32) 、 (34) を ~2.4の式 (27) に代入して上記のルールを追加すると、(C i( t )， X i ( t )i = 1， 2"Nl の時開発展方程式が得られる。適当な規格化をすると、我々の方程式は







t番目の要素が分裂して 2つの要素(1+ b， xi)、(1-C. > 2→ .' - b， Xi)になり、 M がl増加する。






α、γは個々の要素の成長の特性を表すパラメータであり、 l/sが相互作用の rangeである。 6は分裂の異方性を表すパラメータであるが、ここでは等方的な分裂 8=0の場合のみを考察する。
以下ではこのモデル (36)、(37)の t→∞での統計的性質を調べよう。
別の関数形 (33)を用いた場合は、 CiがOに漸近するだけで負にはならないので消滅のルール(37b)は必要ない。この場合は要素数は増え続け競合に負けた要素が Ci -^' 0となって溜っていが
このような要素は系の他の要素のダイナミクスにはほとんど影響を与えない。
次節では上記のモデル (36)、(37)の振舞いを 2 方向のシステムサイズが Lの周期境界の下で









争i(X，t) = Li(X， t) + &.(x， t) 
Li三乞e-βIX-XjICj
3くt



































まず、 γ=0の場合の振舞いから見ていこう。図 20はシステムサイズ L= 20の系の数値シ
ミュレーションから特徴的なパターンをおおまかに分類した相図で、横軸に 1要素の成長の強さ
α、縦軸に相互作用の rangeの逆数pをそれぞれ対数でとってある。
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図 24:γ=0の乱流状態での平均分裂周期ァ。横軸は平均密度 p。 〆ー....，




図 22からわかるように pは3に比例し、 p/sは αの増加関数である。
同じサイズ Cを持つ要素が間隔 l= e/pで等間隔に並んだ定常状態を考えると、 pとCの
関係を近似的に得ることができる。 (Cわれ)= (e，li)をモデル方程式 (36a)、(36c)に代入し、
dCi/dt=Oと置くと、
~ 2 c=一一? 争三寸「一 ( 42) 
γ+吾 eP'- 1 










? ? ? ? ? ?
?? ?? ( 43) 
である。従って、 γ=0の時、要素間隔 lと相互作用距離 l/sの比は αrv1付近で逆転し、 α→ O
で l~ l/s、α→∞で l~ l/sとなる。
また、モデル方程式 (36a)と周期境界での相互作用の関数形 (38)は αPを固定して α→∞
とする極限で、 dCi/dt=α-2P/s + 0(1)となるので、 ρ/sはこの極限では正確に α/2に漸近
する。
一方、一様乱流状態の代表的な時間スケールと考えられる平均分裂周期ァは図24のようになる。









図 25:α=0.1、s= 20、γ=0、L= 10 
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図 26:α=50、s= 0.03、γ=0、L= 50 
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状態、を特徴づけるために、隣の要素との間隔 li三町村 - Xiが平均間隔 LIMより大きい要素を
数えあげて treeの数 lvITとし、さらに tree同士の間隔 lTとtreeの幅 W を以下のように計算
した。
lT三 LI(MT)





図 27がシミュレーションから得られた lT、W の振舞いである。前節で見た平均要素間距離 l
と同様に、平均 tree間距離 lTもまたPに比例するが、 lTI lは一定ではなく αとともに増加す












図 28:α=4.8、s= 0.1、γ=0、L= 50 
での時空パターンoX = [0，50]、t= [0，75]。
図 29:α=0.2，、 s= 0.4、 γ=0、L= 50 
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:i " cl. .' y (j、bd
口 8T28T28T1 
p 10-1 
図 30:γ=0、α=10、L= 50での平均分裂周期ァを平均密度 pの関数としてプロットした。ア
がやや下がっているところは定常状態に対応する。 STmは定在した m個の treeをもっ周期構
造、 Pmは伝播構造を表す。時間 t=[10000，12000]のデータから作った。
αが大きくなって treeの構成要素数が増加すると、周期的定常状態、は現れにくくなり、時空パ
ターンは図 31のように fractal的になる O 図 32に密度 ρ(x)三 LiCio( X -Xi)の波数空間でのパ





3.2.3 分裂のない定常状態と Spatio-temporalintermittency 
29 
図31:γ=0、α=1000、s= 0.01、L= 20 
での時空パターン。 x= [0，20トt= [0，75] 
図 33:α =s=l、γ=0.275、L= 100 
で得られた時空パターン。 γ=0.300で
定常状態を作ってから γ を小さくした 0









ヘーー -....~101 ，s=2 
1.0 10.0 
wave number k 
図32:波数空間での平均密度p(x)のパワー
スペクトル S(k)。γ=0、αs= 20。
図 34:α =s = 1、γ=0.275、L= 100 
で得られた時空パターン o X = [0，100] 
、t= [0，150]。
次に γヂ0として、各要素が自分自身の成長を抑制する性質を持つ場合を見ょう。 93.2.1で見
たようにモデル方程式 (36a)、(36b)には同一のサイズ Cをもっ要素が等間隔 lで並んだ図 33の
ような一様定常解があり、 C之lは式 (42)で与えられる関係を満足する。この定常解は要素間隔
lに対して族を作っており、 Oくe~ 2から許される lの範囲が決まる。次章で見るように、こ
のような定常状態は γ>γs，l(ヂ0)で安定になる。
γく γs三 rmnγs.lで系は一様舌し流状態、になることが数値シミュレーシヨンから分かる。 一様乱
流状態、から γを大きくしていって%を越えても、乱流状態はある γ三 /C> /sまで持続する0
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(右)γ=0.28の場合を log-log フロット で示した。
この計算は α=s=l、L= 1000で行なった。特に右図は十分長い時間
15000の後の 10000時間のデータから作られた。
γ=γcに近付くにつれて、スペクトルは巾的な振舞いに近付いている。 また、式 (46b)の Diが
10-4以下である要素を laminar状態にあると定義し、 laminarドメインサイズの空間サイズ ω
の分布 N(ω)を調べて図 37にプロットした。サイズ分布 N(ω)はγc近くで指数関数的分布か
ら巾分布に変わる。
図 36に α とpを固定して計算した平均密度 pと平均分裂周期ァー1をγの関数としてプロッ
トした。ァ-1はγ→γcでァ-1cx行戸干のように Oに近付くことがわかる。
これらの結果は coupledmap latticeで発見された STr[10， 6]と一致している。また、五ngering
31 







(Ci， Xi) = (C， li)， α三 (γ+争)C，
?
? ??? ( 49) 
の線形安定性をまず見てみよう。
各要素の状態 (Cj，Xj)を(e，lj)からわずかにずらして (Cj，Xj)= (e，lj)+(8C，8x)eAt+iqj，π/q = 
1，2，3)))と置こう o 8C、oXに対して線形化すると、入の固有値方程式が得られる。
入(引=-(二法;iJhqr))(二) (50) 
_ rn~ n -P一βl
<Tnゃ三 ReくPn= 孟
q，r q coshpl-cos q' 
固有値方程式
るq，i三 1mるq=-Slnq 









'5，1三 es1+ 1 
(52a) 
(52b) 
と書き換えられるので、 q=-0または γ=γs，lの場合にゼロ固有値入 =0を持つ。
上の行列は並進モード q=Oと最大波数のモード q=πで対角的で、その時 C方向 (1，0)と
空間方向 (0，1)が固有モードになる。
q=Oでのゼロ固有値はシステムの並進対称性から生じる中立安定なモードで、 C方向の固有
値は負で入 -γ るー -α/eで、あり常に安定である。
一方、最大波数 q=πでは z方向は負の固有値入 =-Cs2(る+γs，l)= -αs2C/Cγ=γ3，1 を持


























. a.=O.l， s=10 
-2 
0 q π 。 q π 
「ヘ
図 38:γ = 13の前後での固有値入(q)。 図 39:s = 0.02とs= 20に対する固有値
α=s=l、e'=2。 (q)。αs=2、γ=0、e'=2。
図 38にγを変えて固有値入(q)をプロットした。ここで示したパラメータでは γ=0は典型
的な一様乱流状態で、 γを大きくしていくと STrを経て γc~ 0.28付近を越えると一様定常状態
に落ち着く現象が見られた。間隔 lの定常状態、は γ=γs.lですべての波数 qのモードに対して不
安定化する。 γ3.1は要素間隔 lの減少関数で、 lは Cの増加関数であるから、最大サイズe'=2
に対応する定常状態が最小の γs，1三%を持ち、この定常解の族の中で最も安定である。 γsの具
体的な値は式 (49)、(52b)から αのみで決まり、
γs三 j(α+4一ゾ山日) (53) 
である。しかしながら、最も線形安定性な解ほど分裂の関値 Ci= 2に近く摂動に対して分裂を
起こしやすい。シミュレーションで STrが見られるのは γ>γsの一様定常解が安定な領域であ
り、これは coupuledmap latticeから得られている STrに対する知見と一致する [10，6]。
γくγsでは一線定常解はすべて不安定である。 γくγs.lでは q=πが入の正の最大値になるの
で、 一様定常状態は主に|縫合う Ciが交互に大小大小…となって不安定化し始めることがわかる。
空間的に不均ーな構造が見られた γ=0での α→ O，s→∞と α→∞，s→ Oの両極端の
パラメータ領域での固有値は特徴的である。どちらの場合もすべての波数 q= [0，π]で C方向
(1，0)と空間方向 (0，1)が固有ベクトルになる。これらの領域での典型的な固有値入(q)のグラ
フを図 39に示した。




一方、フラクタル的な空間構造が現れる α→∞，s→ 0の極限では z方向の固有値がOに漸





使うことはできない。しかしながら、式 (35)と同様な連続場並s(X，t) = s 'Lf1 e-SIX-XiICiを定
義すれば、この場に対する微小摂動の時開発展の指数として自然にリヤプノフ数を導入すること
が可能である。





















(OCl，OXl，OCi，OXi) =今 (oCi，OXi) i = 2"， J.イ (56) 
と変化し、分裂に対しては 2要素 (CL，XL)と (CR，XR)ができて





OXr =δXl - ァー一一
一‘急C1
soG1 
5ZR=621+Z57 ( 57) 
図 40と図 41にこのようにして計算された最大リヤプノフ数を示した。予想されたように l/s
または αが大きくなって、より発達した乱流が現れる領域ほど最大リヤプノフ数は大きい。ま
た、 γを大きくしていくと最大リヤプノフ数は徐々に減少するが、 STIから一様定常状態に移る
γ=γcで急に Oに落ちることが分かる。これも coupledmap lat ticeで知られている STIの結果
と一致する [10，6]。





























0.0 0."1 Y 'Yc 0.2 
図 41:L = 100，α=s=lでの最大リ
ヤプノフ数入maxの γに対する変化。時間










図 42:図 40のデータを平均密度 pに対する分裂周期当たりの成長率 2T入mω のグラフとしてプ
ロットし直した。
空間が同じように乱れていることが必要で STI状態の時や定常状態の時は当然ながらこの関数上














0.0 0.5 i/M 
図 43: L = 20，α= 1，γ=0でのリヤプ
ノフスペクトル入1のPに対する変化。入t




.__ a.=O.l， s=5 
←4α=1， s=2 
- ar=10， s=0.5 一α=1∞，s=0.05 
-α.=1∞0，ト0.01
α=1，下O，L=20
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α= 1000， s=u. 01，下O
1.0 -1 
0.0 i/M 0.5 
図 44:α=1000， s = 0.01，γ=0での規
格化されたリヤプノフスペクトルん/入max









1.0 0.0 0.5 i/M 1.0 
図 46:L = 100，α=s=Oでの規格化され
たリヤプノフスペクトル入d入maxの γに





















-1 ト ー。 1 Cj 2 
図 47:全要素の Ci(t)と dXi(t) / dtを200スナップショットを重ねてフ。ロットした。 L= 100、










I -I dC/dt 
.ー ・・ ."、・
dC/dt I 











要素 (Cj，dxddt)が Ci= 2で分裂すると 2要素 (1，dxd dt土s)ができる。生成された要素は







図 50:homoclinic orbit 
素は消滅し、 Ci= 2まで成長した要素は再び分裂して (1，s)と(1，-s)付近の2要素に変換され




Ci =eの一様定常解の C方向の固有値入C と同じである。鞍点近傍 (dCddt，d2Cddt2) /".J (0，0) 



















図 51:L = 25，α= 10000， s = 0.002での
式(59)による時空パターン。 t= [0， 150]， 
x = [0， 25]。
図 52: L = 25，α= 10000， s = 0.002， 
{; = 10s2でのモデル (60)の時空パターンo




咋)川=評Cj+sL午ψ(千 )Cj+ 0(s2 
( .. 1¥2 1 
















いるであろう。 t=Oである要素が分裂してできた 2要素はお互いの斥力で IXi-xjl ~ stと離れ
ていく。平均分裂周期 7 はこの極限で 0(1)の一定値になることはすでに 33.2.1で既に述べた。
従って、隣合う要素同士の間隔は分裂/消滅してしまうまでに IXi-xjl rv O(s)程度しか広がら
ず、式 (59a)の第 3項は隣合う要素間で 0(s2)しか違わない。
39 
図 53:L = 25，α= 10000， s = 0.002で



















しである。 α=102?104?αs= 0.04，γ= 0， 
L = 12500s， O = s2 
この考察に基づいて式 (59a)の右辺の最終項をなくした以下のモデルを考えよう。






t番目の要素が分裂して2つの要素 (1+ o， Xi)、(1-
C; > 2→ 
L - - o， Xi)になり、 λイが l増加する。





このモデルはサイズ Ciの時開発展が要素の空間座標 Xiと結合していないが、 F→ 0、α→∞
のパラメータ領域で形成される時空パターンは図 52、53のようにやはりフラクタル的である。図
54に密度 p(X)三 εt[o (x-X i ) C i(O ( X )はデルタ関数)のパワースペクトル S(k)を示した。(正
確には S(k)の定数倍である。)方程式 (59)による時空パターンのパワースペクトルは低波数に
山を持つが、 P→ Oに従って巾の部分が長くなり方程式 (59)とモデル(60)の巾的性質はほぼ一
致している。
式 (59a)のパラメータは αとMoである。 α→∞の極限では式 (60a)の右辺第 l項の括弧内
の大きさはほとんどOにならなければならないから 2FG→ Moである。サイズ Ciの平均値
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図 55:モデル (60)の Ciの時開発
展を全要素について重ね書きした。
α= 10000， lvJo -100， 8 = 10-60 
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図 56:平均場 Cの分布。 8= 10-6で、 (α3
lvJo) = (100， 1000)， (1000， 1000)， (100， 
100)の場合の頻度分布をプロットした。











10.3 。 10 ω 
図 57: 平均場 C(t)のパワースペクトル
S(ω)。パラメータとデータは図56と同じ。
サイズ Ciの平均値 Cの時開発展は式 (60a)から
dC (αλダ¥: 
dt -α-¥瓦 -1)C 
と書けるので、要素数が変化しない聞は























5 m=log2Sr 10 20 。
α=100， Mo=l000 
5 m=log2Sr 10 
。
図 58:O = 10-6で (α，Mo) = (100， 100)， 
(500， 100)， (1000， 100)， (1000， 1000)に対
してサイズ ST= 2m のtreeの個数 N(ST)
を2の対数で log-logプロットした。グラ




















図 59:(α，Mo) = (100，1000)で 6を10-4





度であると見積もると、その問の減衰は e一(αM/Mo-l)trv e-cxr/Mo - e-2r/βLである。今考えて
いる極限はsL→ 0であるから、ほとんどの時間 e(t)~ eM(t)が実現していることがわかる。
従って、式 (59a)は αが十分大きい時
dC. 一
一一二=C. -CM dt -.山 ëM~ 笠 (64) 
という簡単な方程式に還元される。モデルのパラメータは要素数を決める Moと分裂のルールに
含まれる 6だけになる。図 55はモデル (60)のシミュレーションでの CiとCの時間発展の一例
である。図 56に長時間のデータから得られた平均場 e(t)の分布関数を、図 57にパワースペク
トル S(ω)(の定数倍)を示した。予想されたように、これらは αにはほとんど依存しない。ま
た、 Moを大きくして要素数を増やしても平均場 e(t)の揺らぎは減少しないことがわかる。
このダイナミクスでの treeの成長を考えてみよう。 P→ Oで Orv 0 (s2)が非常に小さい場合、




回分裂を繰り返すと合わせて 2m の要素をもっ大きな treeが成長することになる。 一方、要素同
士の Ciの違いは指数関数的に増加するから時間が十分たつと同じ treeの中で消滅する要素が現
れ、 treeは小さなサイズに分裂してしまう。
構成要素の数が 2m のtreeが次に再びそろって分裂し、要素が 2m+l個になる確率を Pm，m+l
とする。 2m が全要素数 lvJrv Moに比べて十分小さいうちはその treeは全体の平均場にほとん
ど寄与しないから、 Pm，m+l~ PO，l三 pであろう。消滅と分裂の確率が半々なら p= 1/2である
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ズ L依存性。 α=2500， s = 0.004，γ= 0， 
8 = s2 L = 20，50，100。
図 61:空間との結合のないモデル (60)の
空間パワースペクトル S(k)の 6依存性。
α= 2500， s = 0.004，γ= 0， L = 500 
ので、 p三 2-χ と書こう。
時刻 tでの構成要素数 ST三 2m の treeの個数分布を N(Sれりとしよう。ァ/2程度の時間が
たって要素が一回分裂すると N(Sιt)のうち p割が生き残って一回り大きな treeをつくるか
ら、 N(2ST， t+ァ/2)= pN(ST， t)が成り立つ。ただし、 ST~ Moである。統計的定常状態で
長時間平均をとると N(ST，t)は時間によらない分布関数 N(ST)で置き換わるから、個数分布は
N(2ST) = pN(ST)で決まる O 従って、 N(ST)= N(2m) = pm N(l) = N(l)S:rxであり、サイズ
STの treeの個数分布関数は ST~ 1vloで巾分布を示すと予想される。





とんど変わらない。図 59のデータから x= -0.8 rv -0.9と見積もれる。
次にこのような Ciのダイナミクスが空間構造にどう反映するかを考えよう。任意の 2つの要
素の距離の差ロ -XJ'の時間発展は式 (59b)を使って整理すると
λイ I rr.rr¥ • 
t(Zi-2j)=一子干の(Zi-zMPLEiCK十 2 3汁1=2s引ムj〆ydωx(似pバ仰(μω2り)ト一p司) 伊{""" Ci+C，. ¥ ~"r 
Xkく Xk+l k=l"，ルf、jく i
と書けることがわかる。
今、町、 zjをtreeの両端の要素としょっ。 93.2.1で説明したょっにこの極限では平均密度は
P→ 2/(αのである。一方、 tree内部の隣接要素距離は P程度でなので p(X)rv l/sであり、
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?
と成長する。左辺の括弧内は Cirv 1であるから、 treeの要素数 STとほぼ同じ値をもっO 従って、





(68) Xi -Xj cx: sST 
となり、 treeの空間サイズは構成要素数STに比例する。従って、
分布は treeの空間サイズの巾分布に直接反映している。
図60，61にはモデル(60)の空間パワースペクトル S(k)のシステムサイズ L依存性と 6依存性














































が現れる fractalとSTIでリヤプノフスペクトルに共通の特徴が見られたことは selforganized 





















V = Q(I¥7ηI)-cκ 
ここで、 κは界面に曲率で cは定数で、ある。
at the interface 
定常進行界面は速度九 =Q(九)、位置 x= V"tで与えられ、その養分濃度場は





r 座標変換九x→ x、に2t→ tができるので、一般性を失うことなく九=1としてよい。動座
標系への変換 zー ゆ(y，t)→ zによって、式 (69)は
o 
。tη={[1十(8νゆ)2]Oxx+ Oyy + (Otゆ-Oyyゆ)OX - 2oνゆOxν}η (71) 
のように書き換えられる。ここで、 x=ゆ(y，t)は界面の位置であり、この座標系で定常進行解
(70)は Q(l)= 1とともに次の方程式で与えられる。
η 二 ηs(x)三 1-e-x for x三0 (72) 
界面に小さな摂動 (的 t)= t + 8<T>.，qe>.t cos qy 
(73) 
η(x，y，t) =ηs(x)+8η入，q(x )e>.t cos qy 
を与えよう。 Vとκはそれぞれ θtゆ、 -8yyゆと書けるので、線形化された方程式は
(ν 乙ー8)8η入，q= 1/8ゆ入，q8xηs
入6仇，q= Q'θx8η入，qlx=o-cq28ゆ入，q
で与えられる。ここで ν三入十 q2、 乙s三8xx十九、 Q'三dQ(Vs)/dl¥7η|である。
(74a) 
(74b) 
乙s九九sニ Oであるので並進モードは式 (74a)の特解である O それで、一般解はか一乙8)Uν=0
を満足する斉次解 μ (x)を使って
6η入，q(x) = 8仇，qθzηs(x)十Uν(x)， (75) 
で与えられる o 6川 ，q(O)= 6ηλq(∞) = 0、OX1i8(0)= 1が成り立つので Uv(x)の境界条件は
Uν(0) = -6仇，qとuν(∞)= 0である。一般解 (75)を式 (74b)に代入し、 axx1i8(0)= -1を使う
と、固有値入が以下の形で求まる。
入=-Q'(l + Ox log uνIx=o) - Cq2 (76) 
斉次解 uν (x) は e-x(l+Jï石~)/2 に比例するので、我々は入に対する解析解を求めることができる O
入二 Q'(Q'-1) 11 ム~1 + .4(1 -cL021 -ca2 






もし、式 (17)のように Qが IVη11/(に比例するなら、 Q'は単に 1/(になる。 2.3で述べた 2.
で現れるような不安定固定点は 1く Q'に対応する。
式 (15)では cはO(ε)で事実上効かない。従って、式 (15)に従うバクテリアコロニーの直線界面
は常に不安定である。上の結果は定常進行界面が小さな曲率κsをもっている場合にも九→九+κs
の書き換えによって適用できる。ただし、この時 Q'三 dQ(九 +κs)/dlマη|であり、速度九は








そのために状態 U(t) = (Ci ( t)， X i(t) )， i = 1， 2" lvlの要素 i= 1がt= 0に分裂または消滅をす
る場合を考え、それ以外の要素の変数をまとめて u(t)= (Ci(t)，Xi(t))，i = 2"A1と略記しよう。
つまり、 U= (C1， Xl， u) である。また、状態 U から距離 O(ε) 離れた摂動状態を U' 三 (C~ ， Xi ， u')









!du' ηu， . ¥ bU(ムt+)三 U'(ムt+)-U(ムt+)= bu(6t+) ~ bu(O一)+(午(0+)-午(0+)) 6t ¥αEαt' . / J 
と書ける o ~~ (t)は要素 lの分裂、消滅に関しては連続なので











分裂に伴う変化はもう少しややこしい。要素 (C1，Xl)が分裂して 2要素 (CL，XL)，(CR，XR)が
できるとしよう。この時、 U = (CL， XL， CR， XR， u)であり、分裂のルール (37)から CL(O+)= 
CR(O+) = 1， XL(O+) = XR(O十)=Xl(O-)が成り立つ。摂動状態に関しでも問機に分裂後を U'=
(CLzL ch，zh，d)と書くと、 Cl(ムt十)= Ck(6t+) = 1， xL(6t+) =吋(ムt+)=バ(ムt-)で
ある。
分裂の時間差ムtはC{(ムt)= 2とoC1(O)= C{(O) -2 = O(けから、式 (78)と同じ形になる。





OCL(d.t+ ) 三 C~(ムt+) -CL(ムt+) 竺 C~(ムt+) -CL(O+)一一一(0+)d.t (83) 
dt 
で、時間発展方程式 (36)から争(0+)=舎(0-)+ (γ -l)CR(O+) であり、さらに C~(ムt+)= 
CL(O+) = CR(O+) = 1だから
(dCl/~ ¥ ， . ¥ A"~ _， / dC1 ，_ ，1 
OCL(d.t+) ~ lーっ;+1.(0_)+γ-1 ) d.t = 1+ (γ-1) /ー土(0一)1 oC1(0一) (84) ¥ dt ノ L '¥ I -I / dt ¥ -I I 
となる。この式は CRに関しても同じである。
また、分裂後のむの違いは
仇 (d.t+)三 XL(仙)-叫川~ x~( ð.t-) -Xl(O-) - 守~(叩t
i dx~ . _. dャr.. .l 
= OX1(0-) + 1ー ニ(0)一一子(0+)1d.t I dt 似|，dOX1/.-. ¥， dXl/~ ¥ dXL/~ ， J 
= OX1(0-) + I一一(0一)+一(0-)一二子(0+)IムtI dt ¥ - l' dt ¥ - I dt ¥ -， I I (85) 
と書け、今ム(0一)~ O(ε)と時間発展方程式 (36)から争(0+)=令(0一)-sCr(O+)と書ける
ことに注意すると
/dC， ÓXL(ム川~ OX1(0-) -仰=OX1(0-) -附 (0-)/ず(0-) (86) 
であることがわかる。 XRに対しては第2項の符号が正になる。
以上をまとめると、分裂によって無限小摂動ベクトルは
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